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概要 

本稿では、ニューラルネットワーク（NN）を使用した点群データからの高精度偏微分方

程式（PDE）の導出と解法をサポートするために、視覚分析（VA）アプローチを提案する。

点群データは、データが定義されている時空間座標と、それらの座標に関連付けられてい

る物理データで構成される。 NN では、時空間座標を入力し、物理データを出力し、点群

データを近似する関数を回帰する。これにより、特に方程式を解く場合に、偏微分方程式

の残差が損失関数になり、教師データはゼロとなる。また、NN 構造の最適化は重要であ

るが、自動化が難しく、主に利用者に委ねられている。したがって、点群データから PDE
導出・求解を行う際には、NN モデルを自動的に構築するプロセスと並行して、人間の関

与の重要性を強調する VA を開発する。 VA では、時空間およびパラメータ空間における

高度な視覚化技術と、NN における損失関数の画期的な構築技術から構成される。この方

法の有効性を確認するために、専門家による偏微分方程式の導出と解法をサポートするた

めの要件を明確にする。 
 

1  はじめに 

本稿では、ニューラルネットワーク（NN）を

使用した点群データから偏微分方程式（PDE）の

導出と解法をサポートするために、視覚分析（VA）

手法を提案する。VA では、データからの知見創

出において、モデル構築を自動的に行うプロセ

スと並行して、人間関与の重要性を強調する。

本研究では、VA の構成要素は、点群データ・

可視化・NN モデル・知見創出である（図 1 参

照）。 

 
現在、さまざまな現象から取得された点群デ

ータから知見を得る手段として、偏微分方程式

（PDE）の導出に注目されている。PDE は、多変

数関数のさまざまな偏導関数の間に関係を表す方

程式である。点群データとは、複数の時空間位置

で定義された物理量を意味する。たとえば、ナビ

エ・ストークス方程式は、粘性流体物質の運動を

記述する特別の偏微分方程式である。この方程式

を効率よく解くためには、対象とする流体現象に

おいて、移流効果が無視できるのかどうかを判断

して、移流項の省略を行う。この判断のために、

取得された流体データからPDEを導出して、移流

項を残すべきかどうかを検討することができる。 
有限差分法や有限要素法などの伝統的な手法

では、PDE を数値的に求解する場合、偏微分項の

評価には局所的な補間を前提にしていたので、遠

方の影響を取り込むのが困難であった。メッシュ 
フリー解法を代表する粒子法においては、偏微分

項の評価は、着目する点の影響半径で設定される

球内部という局所情報を利用する[1]。最近は、任



意の連続関数を近似できるという普遍化近似定理

[2、3]に基づき、時空間モデルとしてニューラル

ネットワーク(Neural Network: NN)モデルを利用す

ることが多くなっている（図 2 参照）。NN モデ

ルでは、 偏微分項の評価には大域的な近似を用

いることとなる。 

 
本研究では、NN モデルを使った PDE の導出・

求解に注目する。まず、PDE の導出・求解には、

与えられた離散点における偏微分項の評価が必要

であり、与えられた離散点データを説明する時空

間モデルとして、NN を採用する[4]。離散点デー

タとして必要なのは。点群だけなので、点間接続

を表すデータは不要で、PDE 求解としては、メッ

シュフリーに分類される。 
NN モデル構築は、損失関数を最小化する NN

パラメータ最適化計算である(図 1)。ここで、損

失関数は、点群データと NN モデルにより回帰さ

れ た デ ー タ と の 平 均 二 乗 誤 差

であり、NN モデル誤差と

呼ぶ。ここで、 は、PDE の定義される時空間

で設定される離散点の数を表す。PDE の導出・

求解では、NN モデルにおいて、この離散点で候

補となる偏微分項を計算し、この偏微分項から構

成される誤差項をどのような NN モデルにどのよ

うに組み込むかが高精度化を実現する上で重要で

ある。  

2  自動微分について 

PDE 導出・求解では、与えられた離散点にお

ける偏微分項の評価が必要であり、時空間離散

データを回帰する NN モデルを構築する。その

NN モデルに対して自動微分を適用して、PDE を

構成する。ここで、自動微分 (Automatic 

Differentiation: AD)は、コンピュータープロ

グラムで定義された関数の導関数を評価するた

めの一連の手法を意味する[5]。 

自動微分（じどうびぶん、アルゴリズム的微

分とも）とは、プログラムで定義された関数を

解析し、偏導関数の値を計算するプログラムを

導出する技術である。自動微分は複雑なプログ

ラムであっても加減乗除などの基本的な算術演

算や基本的な関数（指数関数・対数関数・三角

関数など）のような基本的な演算の組み合わせ

で構成されていることを利用し、これらの演算

に対して連鎖律を繰り返し適用することによっ

て実現される。自動微分を用いることで偏導関

数値を少ない計算量で自動的に求めることがで

きる。 
ここでは、深層学習で広く使用されている完

全接続型 NN の入力変数の 1 階偏導関数を計算

する方法について説明する[2]。図1は、完全接

続型 NN の構造を示す。この NN は、入力層と

出力層で構成され、入力層と出力層の間に隠れ

層がある。 各層のニューロンは、隣接する層

のニューロンに完全に接続されるものとする。 

番目の層の 番目のニューロン は、

番目の層のニューロンに接続される。これは次

のように表される。 

 
次の式は、この接続プロセスを目的変数

まで再帰的に繰り返すことによって得られる。 

 

ここで、 は、ニューロン から まで

の重みであり、 と は、それぞれk番目の層



の活性化関数とニューロンの数を表す。シグモ

イド関数 が活性化関数とし

て使用されると仮定する。 番目の層のバイア

ス は、 と設定することにより、重

み として計算することもできる。重みの

総数 、バイアスの総数 は、 

 
すべての重み、バイアスを格納する配列をそ

れぞれ と表す。 
以下では、出力層の単位 に対する入力層

の 1 階導関数 を計算する方法を説明する。

は 、 そ れぞ れ 、 時 空間 座 標

を表し、 は、説明変数 を表す。具

体的には、 とな

る。 
1 階導関数計算では、連鎖律を適用して、

を分解することにより、反復手順を構築す

る。 は、 によって計算される。

したがって、 は、 の合成関数

と見なすことができ、その偏導関数は連鎖律を

使用して計算される。連鎖律による偏導関数の

分解をこの合成関数に再帰的に適用することに

より、入力変数の偏導関数を計算する。この手

順では、 は中間変数 の連鎖律に従って

分解され、その部分式は中間変数 の連鎖律に

よってさらに分解される。次の式は、この分解

プロセスを中間変数 まで再帰的に繰り返すこ

とによって得られる。 

 

3 PDE 導出について 

これまで、我々は自動微分を使って、与えら

れた時空間離散データより PDE 導出を行う研

究を行ってきた[4]。この研究では、与えられ



た離散点における偏微分項の評価が必要であり、

時空間離散データを回帰する NN モデルを構築

して、そのモデルに対して自動微分を適用して、

偏微分項を計算し 、正則化回帰方程 式

(Regularized regression equation: RRE) ・
PDEを構成した。NNモデル構築を損失関数の

最小化問題と見なし、損失関数に偏微分項から

構成される新たな誤差項を加えて、各目的関数

（誤差）を加算し、単一の目的関数を有する最

適化問題に変換する（図 3 参照）。 

損失関数としては、説明モデルと時空間離

散データの誤差：モデル誤差だけでなく、

RRE 誤差を統合し、NN モデルを構築する。

NN モデル構築は、損失関数を最小化する NN
モデルパラメータを最適化する計算プロセスで

あり、この損失関数を複数の誤差から構成する

手法を提案するものである。ここで、NN モデ

ルパラメータは、層数、層ごとのニューロン数、

ニューロン間の重み、ニューロン毎のバイアス

値から構成される。 

4 PDE 求解について 

PDE求解においても、PDE導出同様、NNモデ

ル構築を損失関数の最小化問題と見なし、損失

関数に偏微分項から構成される新たな誤差項を

加えて、各目的関数（誤差）を加算し、単一の

目的関数を有する最適化問題に変換する。 PDE

求解では、特に、NN モデルにおいて、境界条

件において、モデル誤差を定義する。境界上で

解が制約される境界条件だけでなく、温度場に

おける熱流束に課される条件のように、解の勾

配に境界条件が付される場合がある。この場合

は自動微分による勾配計算を行って、誤差が定

義される。 

次に、この損失関数に PDE 誤差を統合し、NN

モデルを構築する。ここで PDE 誤差を定義する

ために、PDE を左辺=0 の形式にして、左辺を偏

微分項で構成する。NN モデル構築における最

適化計算時には、右辺がゼロにならないのでこ

れを PDE誤差と定義する。 

本研究では、NN モデルを用いた求解手法を

厳密解のある PDE に適用する。このような PDE

として、1 次元非定常移流拡散方程式や 1 次元

非定常波動方程式を取り上げ、有限差分法など

の伝統的な手法による解析結果との比較を行っ

た(図 5参照)。 

検証実験で用いた 1 次元非定常移流拡散方程

式の形式、特長及び設定した初期条件や境界条

件やそれに基づいて導いた厳密解については、

[6]を参照してほしい。今後は、次元数を２や

３にした場合、他の PDE の場合、また、ナビア

ストークス方程式のように複数の PDE から構成

される場合などについて、本手法の有用性を確

認する予定である。本手法と同様の提案が

Raissi らより提案されているが、彼らは、伝

統的 PDE 求解手法との比較を行っていない

[7]。 

 

5 PDE 導出・求解を支援する VA 

本研究では、これまで述べた自動微分・PDE

導出・求解技術から構成される VA を使って、

PDE 導出・求解誤差がどのような要因に支配さ

れるのかを明らかにする。具体的には、NN モ

デルパラメータ、偏微分項の候補多様性、点群

データ数などから構成される多次元データに対

する PDE 導出・求解誤差分布を可視化し、専門

家による要因分析を支援する。また、時空間偏

微 分 項 に 対 し て 、 Empirical Dynamic 

Modeling(EDM)[8]を適用して、構成される多次

元時系列データから特定されるシステム状態と

その遷移を可視化し、偏微分項に関する本質的

な組み合わせの探索を支援する。 
5.1 粒子レンダリングを利用した点群データ可
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で行う。このダッシュボードを専門家に利用し

てもらい、以下の観点で評価する予定である。 

 

1. 時空間において、点群データと構築された

NNモデルがどの程度一致しているか明ら

かにできるか。（5.1、5.2） 

2. PDEを構成する偏微分項候補・境界条件多

様性がPDE導出誤差にどのような影響を与

えるか。(5.3) 

3. NNモデルパラメータ・点群データ数がLoss、

PDE導出・求解誤差にどのような影響を与

えるか(5.3) たとえば、図4右下では、”

出力層に向かってニューロン数減少”パタ

ーンがLossを小さくすることがわかる。 

4. PDE求解誤差について、硬いPDEを使って、

特に局所補間と大域近似に関して、伝統的

手法と比較する。(5.4) たとえば、図4左

下では、粒子レンダリングを使って比較結

果を確認できることを示す。 

5. PDEを構成する偏微分項とそうでない項と

の違いをEDMにより明らかにできるか。 

6 おわりに 

本研究では，NNモデルを使ったPDEの導出・求

解に注目し、PDE導出・求解誤差がどのような要

因に支配されるのかを明らかにするための視覚

的分析の要件について述べた。今後は、視覚的

分析システムのプロトタイプを開発し、これを

専門家に利用してもらい、そのフィードバック

を得て、システムの改善に役立てる予定である。 
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